LOGIKAI ALGEBRA - ALAPOK

4. LOGIKAI ALGEBRA
4.1. Alapok

Mar a korai altalanos iskolai tanulmanyaink soran
megtapasztalhattuk, hogy életlink fliggvények sorozatabdl all. Talan
emlékszik is az Olvasd: A gépbe bedobunk egy szamot, a gép hozzdaad
30-at és alul kiesik az dsszeadas eredménye, vagyis az 0Osszeg. A
bedobott szam a fiiggetlen valtozo, hiszen értéke nem fiigg semmitol
(jelen esetben), a gép maga a fiiggvénykapcsolat. A fiiggé valtozo,
vagyis a fiiggvényérték pedig a gépbdl kiesett szam. Az igy kapott
figgvény(ek) egyvaltozosak. Késébbi tanulmanyaink folyaman mar
nem csak egy-, hanem két-, illetve tobbvaltozds fiiggvények is siirlin
el6fordultak. A logikai algebrdban a bemeneti feltételekre tgy
tekinthetiink, mint fiiggetlen valtozokra. Az értékek azon halmaza,
melyeket a fiiggetlen valtoz6 felvehet, értelmezési tartomanynak
nevezziik. A bemeneti feltételek és a fiiggvény altal létrehozott ,,valasz”
lényegében a fiiggetlen valtozé (fiiggvényérték), masként fogalmazva a
bekovetkezd esemény. Az esemény sz helyett az allitas, az itélet és a
kijelentés szavak is hasznalatosak.

* bemeneti feltétel = fiiggetlen valtozé
* esemény = fiiggvényérték

X
bemeneti
feltétel

esemeny

A logikai algebra zommel a tobbvaltozos tipusokkal foglalkozik. A hagyomanyos
algebrahoz hasonléan allandékat és valtozokat alkalmaz, am ellentétben azzal, csak diszkrét
értéklieket. A két alland6 a 0 és az 1. Csak ezeket az értékeket vehetik fel. A logikai valtozdk (a
bemeneti feltételek és az események) lehetnek igazak, vagy hamisak, attél fiiggéen, hogy adottak-e,
illetve bekovetkeznek-e, vagy sem. Ha a bemeneti feltételek, illetve az események adottak, akkor
logikai értékiik igaz, ami jelélhet6 ,,1”-gyel, ,,H” betiivel (mint high), ha nem adottak, akkor hamis
az értékiik, melyet jel6lhetiink ,,0”-val, illetve ,,.” bet(ivel (mint low). Latni fogjuk, hogy a 0 és az 1
a logikai algebraban nem szamjegyek, hanem csak célszer{i szimbo6lumai a hamis, illetve az igaz

allapotoknak.
A bemeneti adott »igen” »igaz” true” ,van” | ,1” H (magas)
feltétel nem adott ,,nem” ,,hamis” »false” | ,nincs” | ,,0” | L (alacsony)
4.1. tablazat
Az bekovetkezik »igen” »igaz” Htrue” ,van” | 17 H (magas)
esemény - . » 9 » o »
nem kovetkezik be | ,,nem ,,hamis ,false ,,nincs 5,0 L (alacsony)

A logikai hamis és igaz allapotoknak sokféle (villamos) reprezentansa létezik. pl.:

4.2. tablazat

hamis igaz
fémes kozegii jeldtvitel ov 5V
optikai adatdtvitel nincs fényimpulzus van fényimpulzus
rddidfrekvencids dtvitel nincs kisugarzott jel van kisugarzott jel

4.3. tablazat
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A bemeneti feltételek és az események kozétti kapcsolatok matematikai formdban logikai
fliggvényekkel irhatdk le, vagyis azok nem fiiggetlenek egymdstol, hanem kézéttiik a fiiggvény dltal
rogzitett kapcsolat dll fenn.

A logikai vdltozékkal (bemeneti feltételekkel) a fiiggvény dltal meghatdrozott mdédon
elvégezve a miivelet(eket) kaphatjuk meg a fiiggvényértéket, amely lényegében a folyamatbol
szdrmazé uj vdltozo. Az események bekévetkezése els6sorban tehdt a bemeneti feltételektdl fiigg,
mdsodsorban pedig a koztiik 1évé kapcsolatoktol.

Ez utébbiakat logikai, mds néven Boole-fiiggvényeknek nevezziik. Léteznek alapfiiggvények
(VAGY, ES, NEM), valamint az alapfiiggvényekkel megvaldsitott szdrmaztatott fiiggvények.

A logikai alapmiiveletek (fiiggvények) ismeretében szamtalan tovabbi fiiggvénykapcsolat
hozhat6 létre, azok megfelel6 kombinacidjaban. A miiszaki feladatok megvalésitasa érdekében
allitott felvetéseket logikai fiiggvénykapcsolatokka kell alakitani. Az igy kapott fiiggvényeket olyan
alakra hozzuk, melyek — amellett, hogy teljesitik az eredeti feladatokat — logikai elemekkel t6érténé
realizalasa a lehet6 leggazdasagosabb. A realizalast logikai aramkoérokkel teljesithetjiik. Az ilyen
aramkoroknek egy, vagy tobb bemenete van (a bemeneti valtozok szamatol fiiggéen), valamint egy,
vagy tobb kimenete. T6bb kimenet akkor lehetséges, ha tobb megvalositott fliggvényre van igény.

A vdltozok szdmdval exponencidlisan né a miiveleti varidciok szama, mely a 2" képlettel
szamithato, ahol 2 a kettes szamrendszer alapja, az n pedig a valtozok szamat jeloli.

Fuggvények:
- VAGY
. - . : -ES P
Ertelmezési tartomany: : -NEM : Ertékkeszlet:
Igen, igaz, true, van, 1, H - valamint ezek : lgen, igaz, true, van, 1, H
nem, hamis, false, nincs, 0, L Kombinacici : nem, hamis, false, nincs, 0, L
X, B e O
X, I »Yz
Logikai fuggvenyek
Xn » »Yn
bemeneti feltételek flggvénykapcsolatok események

4.2. abra
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A logikai fiiggvénykapcsolatok megértéséhez hétkoznapi példakon keresztiil célszerli az
elemzéseket elvégezni. Adott bemeneti feltételek és a fiiggvény megléte mellett megvizsgalhato,
hogy az adott esemény bekdvetkezik-e, vagy sem.

1. példa (a bemeneti valtozok kozétti ES kapcsolat):

Megéheztem.

A fent ismertetett szovegbdl egyértelmiien kideriil, hogy melyek a feltételek (jelen esetben kett6
van), mi a fiiggvény és mi az esemény:

wA” feltétel ,,B” feltétel Esemény
(fiiggetlen valtozo) (fuiggetlen valtozo) (figgvényérték)
vaj kenyér vajas kenyér

4.4. tablazat
Két fiiggetlen valtoz6 van tehat. Mivel a két fiiggetlen valtoz6 kozott ,ES”
fliggvénykapcsolatot allitottunk, csak abban az esetben lesz ,igaz” a fiiggvényérték, ha az egyik
,ES” a masik feltétel is ,igaz”. Leforditva a hétkdznapi nyelvre: csak akkor ehetek vajas kenyeret,
ha a vaj és a kenyér is rendelkezésre all. Szomoru, de mas variacio esetén éhes maradok. Vagyis, ha
barmelyik komponens hianyzik (,,hamis” értékii), a fiiggvényérték hamis lesz, az esemény nem
kovetkezik be. Azt, hogy milyen varidciokban fordulhatnak el a fiiggetlen valtozék, a valtozék
szama donti el.

A variacidk szdma= 2"=2°=4, ahol az n a valtozok szama. Nézziik tablazatban:

,A” feltétel ., B” feltétel esemény (Y)
(fiiggetlen valtozo) | (fliggetlen valtozd) | (fliggvényérték) A B Y
teljesiil? A ES B
vaj kenyér vajas_kenyér
nincs nincs nem 0 0 0
nincs van nem 0 1 0
van nincs nem 1 0 0
van van igen l 1 1 1 l

4.5. tablazat

4.6. tablazat

A feltétel meglétét, illetve az esemény bekovetkezését 1-gyel jeloljiik, a feltétel hidnyét,
illetve az esemény be nem kovetkezését pedig 0-val. Figyeljiik meg a x. tablazatot! Latszik, hogy az

esemény csak akkor teljesiil, ha mind a két bemeneti feltétel adott.

pa

Természetesen nem csak két valtozéra tudjuk elvégezni az ,ES” miiveletet, hanem
tetsz6leges szamura. Csak az alkalmazasi igény szab hatart a bemeneti feltételek szamanak.
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2. példa (3 bemeneti valtozé kozétti ES kapcsolat):

Egy vagogép kezelGje balesetnek van kitéve annak miikodése kdzben, hiszen az az iizeme
alatt sériilést okozhat. Ennek elkeriilése érdekében a vag6él motorja csak akkor hozhaté miikodésbe,
ha egyidejlileg a két kezével megnyom egy-egy nyomogombot (A és B), és a labaval egy pedalt (C).
Ha ugyanis a két keze és az egyik laba foglalt, akkor egyik végtagja sem keriilhet a vagdél ala. A
nyomogombok és a labpedal lényegében munkaérintkez6s kapcsolok (nyomasra zarodo
aramkortiek). A vezérlo-kapcsolas aramutas rajza az 4.3. abran lathato.

U
A B C
T T T

4.3. abra

Lévén, hogy harom valtozé van, nyolc varidcija adédik a véltozéknak: 2°=8 . Mondani
sem kell, a kapcsolok elengedett allapota, valamint a be nem kovetkezett esemény a 0, a
miikodtetett kapcsolok allapota, valamint a bekdvetkezett esemény az 1 érték. Az aramutas rajzbol,
de a feltételek vizsgalatakor is megallapithatjuk, hogy csak akkor kovetkezik be az esemény (a
vagoél motorjanak tizeme), ha mind a harom feltétel teljesiil, vagyis mind a harom kapcsolé zart
allapoti. Minden mas esetben az aramut megszakad, megvédve ezzel a gép kezelGjét. Nézziik az
allapotokat, tablazatba foglalva!

»A” »B” »C” esemény (Y)

kapcsol6 | kapcsolé | kapcsold motor A|B|C Y
LE22ull AESBESC

megnyomva? | megnyomva? | megnyomva?

nem nem nem nem 0j]0|O0 0

nem nem igen nem 001 0

nem igen nem nem 0|10 0

nem igen igen nem 0|11 0

igen nem nem nem 11010 0

igen nem igen nem 1101 0

igen igen nem nem 11110 0

igen igen igen igen - 1111 1 I

4.7. tablazat 4.8. tablazat
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3. példa (a NEM kapcsolat):

Az ES kapcsolatot kiegészitjiik egy tj fiiggvénnyel.

Ha meleg id6 van és borult az égbolt, akkor napozhatunk.

LA” feltétel ,B” feltétel Esemény
(fiiggetlen valtozo) (fiiggetlen valtozo) (figgvényérték)
meleg ido borult az égbolt napozds

4.9. tablazat

Vegyiik észre, hogy itt ellentmondas van! A ,,B” feltétel (horult égbolt), valamit az esemény

<> napos id6), vagyis kozottiik NEM kapcsolat van. Ebbdl kifolyolag csak akkor kdvetkezik be az
esemény, ha meleg id6 van és NEM borult az idd, vagyis a ,,B” feltételt ellentétesen kell abrazolni.
Csak akkor kovetkezik be az esemény, ha meleg van és NEM borult az égbolt.

4. példa (a VAGY kapcsolat):

,A” feltétel ,,B” feltétel ,,B” feltétel esemény (F) NEM
(fiiggetlen valtozo) | (fiiggetlen valtozo) ellentettje (fiiggvényérték) AIB| B F
teljesiil? (A) ES (NEM B)
meleg ido borult égbolt | NEM borult az napozds
égholt
(hanem napos)
nem nem igen nem 0[0] 1 0
nem igen nem nem 01 O 0
N
igen nem igen nem (\1) 0((1) (1)
igen igen nem igen 111} O 0
4.10. tablazat 4.11. tablazat

LA feltétel ., B” feltétel esemény (Y)
(fiiggetlen valtozo) | (fiiggetlen valtozo) | (fliggvényérték)
teljesiil?
szék fotel letilhetek

nincs nincs nem
nincs van igen
van nincs igen
van van igen
4.12. tablazat

Al|B F
AVAGY B
0] o0 0
(0 | 1 )
110 1|
I 1)
4.13. tablazat

A VAGY kapcsolat megengedébb, mint az ES. Az esemény bekovetkezik, ha legalabb egy

feltétel teljestil.
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4.2. Egyvaltozos logikai fiiggvények

Egy fiiggvény akkor egyvaltozos, ha a kimeneti esemény egyetlen bemeneti valtozotol fiigg.
Az 4.15. tablazatban lathat6, hogy az A bemeneti fiiggetlen valtozo értékétdl fiiggben az Y
fiiggvényérték milyen értékeket vehet fel. Ez az egyvaltozos fiiggvények igazsagtablazata. A
fiiggetlen valtozok valamennyi lehetséges kombinacidja esetén tartalmazza a fiiggvény altal
meghatarozott kimeneti eseményt.

A logikai fiiggvények jeldlésében a felsd index a bemeneti valtozok szamat, az als6 index a
fliggvény sorszamat adja meg. Ezt a decimalis sorszamot a fiiggvény értékeibdl alkotott binaris
szambdl kapjuk meg. Egy fiiggetlen valtozo esetén a kiilonb6z6 logikai fiiggvények szama:

Y,' |Soha fiiggvény: Y,°=0, a fiiggvényérték mindig 0 értékii (0-tautoldgia)!

Y,' |Ismétlés fiiggvény: Y,'=A

Y,! |NEM (NOT) fiiggvény: negdcié, Y,’=A, bitforgatds, tagadds, a fiiggvényérték mindig a
fiiggetlen vdltozo ellentétes értékét veszi fel

Y,' |Mindig fiiggvény: Y,°=1, a fiiggvényérték mindig 1 értékii (1-tautoldgia)

4.14. tablazat

A Y01 Yll Y21 Y31
0 0 0 1 1

1 0 1 0 1
4.15. tablazat

Az egyvaltozos fiiggvények koziil a negaciot és az ismétld fiiggvényt alkalmazzuk a leggyakrabban.

A logikai események id6diagramon is bemutathatok. Ennél a modszernél a kétértékii
eseményeket (a bemeneteket és a kimeneteket is) az id6 fiiggvényében abrazoljuk, igy az
események id6ébeli lefolyasa is kovethetd. Elénye, hogy az idédiagramon tetszéleges szamu valtozot
abrazolhatunk.

Fliggvénynév Soha Ismétlés Negacio Mindig
A fiiggvény An An An A
idédiagramja ol o oBl o oBl o Lo [l o [
2 e i e e
o ‘o.llolll 1I0iTioi' N I 1 - N
t

t t t

4.16. tablazat

1 A tautoldgia jelentése: a kiils6 tényekre valo tekintet nélkiil igaz. Lathat6, hogy ez az allitas csak a ,,Mindig”
fiiggvény esetében érvényes (1-tautoldgia), hiszen a O-tautoldgia lényegében az ellentmondds. Ennek ellenére
hasznélatos fogalom a O-tautoldgia, valamint az 1-tautolégia is.
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4.3. Kétvaltozos logikai fiiggvények

Két fiiggetlen valtozé esetén a kiilonbozé logikai fiiggvények szama: N=(2*)"=(2*)’=2"=16

Y, |Soha fiiggvény: Y,=0, O-tautolégia, a fiiggvényérték mindig O értékii, 0-generatornak is
nevezik.

Y, |ES (AND) fiiggvény: Y,’=A-B, a fiiggvényérték akkor 1 értékii, ha mindkét fiiggetlen
vdltozo egyidejiileg 1.

Y,” |Inhibitdl fiiggvény: Y,’=A-B

Y,” |Ismétlés fiiggvény: Y,’=A

Y,” |Inhibitdlé fiiggvény: Y,’=A-B

Ismétlés fiiggvény: Y.'=B

Y.’ | KIZARO VAGY (XOR) fiiggvény: antivalencia, Y,'’=A-B+A-B=A®B

Y,” |VAGY (OR) fiiggvény: Y,’=A+B, a fiiggvényérték akkor egy értékii, ha legaldbb egy
fiiggetlen vdltozo 1 értékii

Y, | NEM-VAGY (NOR) fiiggvény: Y,’=A+B, a fiiggvényérték csak akkor 1 értékii, ha
mindkét fiiggetlen vdltozé 0 értékii

Y, | KIZARO NEM-VAGY (XNOR) fiiggvény: ekvivalencia, Y,’=A-B+A-B=AGB, a
fiiggvényérték akkor 1, ha a fiiggetlen vdltozok értéke azonos

Y., |NEM (NOT) fiiggvény: negdcié, Y,,’=A, bitforgatds, tagadds, a fiiggvényérték mindig a
fiiggetlen vdltozo ellentétes értékét veszi fel

Y, |Implikaci6 (kovetkezik) fiiggvény: Y, °=A+B

Y,,” INEM (NOT) fiiggvény: negacid, Y,,’=B

Y,,> |Implikaci6 fiiggvény: Y, °=A+B

Y..' |NEM-ES (NAND) fiiggvény: Y, ’=A-B, a fiiggvény akkor 0 értékii, ha mindkét
fiiggetlen vdltozo 1 értékii

Y, |Mindig fiiggvény: Y .°=1, a fiiggvényérték mindig 1 értékii, 1-generatornak is hivjdk
4.17. tablazat

AL B Y Y Y Y Y Y Y Y Y| Ve | Vg VY| Y| Y| Y| Vs
AND XOR OR NOR | XNOR | NOT NAND

o, o0, 00, 0}0j0}j0O}0}0} 12|11 11111

o, 1, 00,001 }1}2}12}10;0|1 00111

i1, 00,011,120 (0}212}212}0}j0]0 11 0] 1|1

1|1, 0,2 /020201010 | 1|0 150/ 1
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Figyeljiik meg a tablazatot! A 7-es és 8-as fiiggvény kozé huzott fiiggdles vonalra nézve negalt

fiiggvényparokat kapunk.

F/’=F,*: soha<=>mindig F/’=F,’: inhibitalé6 <=> implikaci6
F’=F,’: AND <=>NAND F'=F,’: ismétlés <=> negici6
Fj’=F,’: inhibitdl6 <=> implikaci6 F’=F,”: XOR <=>XNOR
Fj’=F,’: ismétlés <=> NOT F’=F,’: OR<=>NOR
Tobbvadltozos logikai fiiggvények OR: Y=A+B+...+N
AND Y=A-B-...N
A gyakorlati példak megoldasakor t6bbvaltozés | NOR Y=A+B+. . +N
(N) 10g,1ka1’ fuggvenxek, is Flofgrdul’nak. Az NAND: V=AB N
ilyen fiiggvények a kétvaltozos fiiggvényekhez XOR: Y= A®B®. N
hasonloan oldhat6ak meg. : -
XNOR: Y=A0B®...6N

A témaban jelent6s személyek (forras: Wikipédia)

as években még nem léteztek.

A logika torténete az Okori filozéfia nagy alakjatol, Arisztotelésztdl szamithato
(ie. 4. sz.), am a matematika nyelvére George Boole (1815-1864) angol
autodidakta matematikus forditotta le

logikai  torvényszerliségeket.

Boole a rola elnevezett rendszer alapszabalyait A
logika matematikai analizise cimii munkdjaban
ismertette 1847-ben. Mivében taglalta, hogy a
logikat nem a filozéfiahoz, hanem a matematikahoz
célszeri sorolni, noha annak  filozofiai
alkalmazhatésaga is igazolt. FErdekl6dése az
absztrakt algebra, mint tudomdanyag felé fordult,
melynek alapjait Evariste Galois (1811-1832)

Természetesen nem a logikai hal6zatok leirasara alkalmazta, hiszen azok az 1800-

teremtette meg, fiatal kora ellenére. Galois 20 évesen halt meg parbajban.

A digitalis technika a Boole-algebra elemeit alkalmazza. Az igy megalkotott kétértékii logika

gyakorlati alkalmazasahoz kivaloan illeszkedik a binaris, vagyis a kettes
szamrendszer, melynek elemkészlete 0 és 1. Claude Shannon (1916-2001)
ismerte fel a Boole-algebra alkalmazhatésaganak nagyszertiségét a binaris
aritmetika, a logikai fliggvények leirasa, a gazdasagosan kialakitandd
halézatok terén. Doktori értekezésében tobbek kozott ismertette, hogy
miként lehet a Boole-algebra segitségével optimizalni az elektromechanikus
relés rendszerek tervezését, mindekdzben bizonyitva azt, hogy ezekkel az
aramkorokkel Boole-algebrai feladatokat is eredményesen meg lehet oldani.
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