LOGIKAI ALGEBRA

6. A LOGIKAI ALGEBRA SZABALYAI

6.1. Alapszabadlyok

A logikai elv alapjan miikodé vezérloberendezések bonyolultsagaval (legyen az relés, logikai
aramkorokkel, vagy pl. programozhaté logikai egységekkel felépitett) 0sszefiigg a berendezések
ara, igy célszertinek latszik az, hogy a sziikséges logikai fiiggvényt egyszeriisitsiik, vagyis
egyszeriibb alakra hozzuk. Az algebra szabalyait a logikai algebraban is kival6an alkalmazhatjuk.
Ennek oka az, hogy az aritmetikai miiveletekkel mutat hasonlatossagot két logikai miivelet: Az ES
fliggvény a szorzassal, a VAGY fiiggvény az 0sszeadassal.

Kommutativ szabadly
(felcserélhetdség)

Asszociativ szabdly
(tarsithatésdg, sorrendiség)

Disztributiv szabdly
(szétvalaszthatésag)

Az azonos logikai kapcsolatban
levé fiiggetlen vdltozok sor-
rendje tetszéleges, vagyis a fiig-
getlen vdltozok felcserélhetok:

A+B=B+A
A-B=B-A

Az azonos logikai miiveletek
eredménye nem fiigg a miive-
letvégzés sorrendjétol:
(A+B)+C=
=(B+C)+A=(A+C)+B

(A-B)-C=(B-C)-A=(A-C)B

Az egyes tagokban van kozos
valtozo, melyet kiemelhetiink:

(A+B)(A+C)=A+(B-C)

(A-B)+(A-C)=A:(B+C)

6.2. Alaptételek

VAGY| A B A+B ES
1.sor 0 0 0 1.sor
2. sor 0 1 1 2. sor
3. sor 1 0 1 3. sor
4. sor 1 1 1 4. sor
A+0=A => 1. és 3. sor
A+1=1 => 2-4. sor
tautologia: A+A=A =>1.és 4. sor tautologia:
negacio: A+A=1 => 2. és 3. sor negacio:

Tovabbi azonossag:

6.1. tablazat

A B A-B

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1
A-0=0 =>1. és 3. sor
A1=A => 2-4. sor
A-A=A =>1. és 4. sor
A-A=0 =>2.és 3. sor

A-(A+B)=A-A+A-B=A+A-B=A-(1+B)=A-1=A => elnyelési szabély

A+A-B=A-A+A-B=A+A-B=A-(1+B)=A-1=A => elnyelési szabély

A-(A+B)=A‘B
A+(A-B)=A+B

A-B+A-B=B
(A+B)-(A+B)=B
A-B+B-C+A-C=A-B+A-C

=> negalt elnyelési szabaly
=> negalt elnyelési szabaly
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(A+B)-(A+C)=A-C+AB
A=A => kettds negci6

6.3. De Morgan tételek Negalt valtozok... | Ponalt valtozok...

...OR kapcsolata A+B = A'B ...NAND kapcsolata
...AND kapcsolata A-B = A+B ...NOR kapcsolata
...NOR kapcsolata A+B = A-B ...AND Kkapcsolata

...NAND kapcsolata A-B = A+B ...OR kapcsolata

6.2. tablazat

A bizonyitashoz sziikséges az igazsagtablazat (az azonos arnyalati oszlopok megegyeznek):

A B A B A-B | A+B | A'B A+B | A-B | A+B
0 0 1 1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 0 1 0 0 1 0
1 0 0 1 0 1 0 0 1 0
1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
6.3. tablazat
A De Morgan azonossagok tetszdleges szamu fiiggetlen valtozora igazak:
A+B+C+..+N=A-B-C-...N és A-B-C-....N=A+B+C+...+N

A De Morgan tétel, valamint a tovabbi logikai tétel és azonossag célja, hogy a logikai
figgvényeket egyszer(sitsiik. Egyszeriisitésnek azt a folyamatot nevezziik, melynek soran
csokkentjiik a fiiggvényben szerepld valtozok szamat és/vagy a logikai miiveletek szamat.
Mindezzel egyiitt az alkalmazandé aramkor is egyszertisodik, hiszen kevesebb aramkori elemet kell
felhasznalni. Ezt a fajta egyszer(isitést algebrai egyszer(sitésnek nevezik. Hivjak még a folyamatot
intuitiv médszernek is, hiszen intuitiv készséget igényel.

Az intuitiv elemzés magaban hordozza a hibak és a nem a legoptimalisabb egyszeriisités
lehetségét. Ezt kiilondsen szem el6tt kell tartanunk, hiszen példaul tomegtermelés esetén a
legegyszerlibb alak megtaladlasa jelent6s anyagi megtakaritast eredményezne, hiszen akkor a
realizalandé aramkor joval egyszerlibb. Létezik mas, hatékonyabb egyszeriisitési eljaras is. Ilyen a
grafikus, mas néven a tdblazatos mddszer, melyhez sziikséges a logikai fiiggvények valamely
altalanos felirasi madja.

Minden logikai fiiggvény felirhaté az ugynevezett normdlalakban, Boole-fiiggvényként, ahol csak
az ES és a VAGY logikai alapmiivelet szerepel és a vdltozék pondlt, tehdt dllitott (pl.:
A, B, C,...N ), illetve negdlt, tehdt tagadott (pl.: A, B, C,...N ) alakiiak lehetnek (NEM).

Mint ismeretes, a Boole-algebra alapmiiveletei a negdcio (NEM), a diszjunkcié (VAGY) és a
konjunkcié (ES). Ama logikai fiiggvényeket, melyek csak ezeket a miiveleteket alkalmazzdk, Boole-
fliggvényeknek is nevezik.
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6.4. Algebrai egyszeriisitések

Az alabbi feladatokban a logikai algebra alkalmazasara lathatunk példakat.

1. feladat: Egyszer(isitse az alabbi haromvaltozds fiiggvényt!
Y’=A-B-C+A-B-C+B-C+B-C

A disztributiv szabalyt alkalmazhatjuk ( B-C -t kiemelve): Y’=B-C-(A+A)+B-(C+C)

Lathat6, hogy A+A=1 és C+1=1, ezért: Y’=B-C+B
Ismét a disztributiv szabalyt alkalmazva ( B -t kiemelve): Y’=B-(C+1)
C+1=1, igy: Y’=B1
Tehét: Y’=B
U _ v -
0—} 2 c
A B c
0—0\L :
ST st B : &
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6.1. abra a logikai fiiggvény kapcsolds (relés) realizacioja az alapfiiggvény
(Y’=B-C-(A+A)+B-(C+C)) és az egyszeriisitett fiiggvény (Y’=B) alapjan

Igazolasképpen készitsiik el az igazsagtablazatot!

A I(B )Y cC A c |aBc|lasc| Bc | Bc [ v )
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0 1 1
0 1 1 1 0 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 1 0 0 0 1 1
1 L J 0 0 1 0 1 0 1

6.4. tablazat
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2. feladat: Egyszertsitsiik a kovetkez6 négyvaltozos fliggvényt! Y’=A-C+A-D+A-C

A disztributiv szabalyt alkalmazhatjuk ( A -t kiemelve): Y’=A-(C+C+D)

Léthat6, hogy C+C=1, ezért: Y’=A(1+D)
1+D=1, ezért Y’=A+1
A+1=1, ezért: Y’=A
u ; U .
0—} C
e : _
_~ A
|~ c - &

6.2. abra a logikai fiiggvény kapcsolds (relés) realizacidja az alapfiiggvény és az egyszertsitett

Y’=A-C+A-D+A-C fiiggvény Y’=A alapjan

Igazolasképpen készitsiik el az igazsagtablazatot!

w

A B C D C D A-C A-D A-C Y
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1 0 0 0 0
0 1 0 1 1 0 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 1 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 0 0 1 1
1 0 0 1 1 0 0 1 1 1
1 0 1 0 0 1 1 0 0 1
1 0 1 1 0 0 1 1 0 1
1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 1 0 1 1 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 1 1 0 0 1
1 1 1 1 0 0 1 1 0 1

6.5. tablazat
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6.5. A logikai kapcsolatok leirdsi modjai

Az ipari, de akdr a hétkoznapi feladataink leirasara, megjelenitésére tobb lehetdségiink van. Ilyen
a szoveges leirds, az algebrai alak, az igazsdgtdbldzat, az dramutas rajz, a létradiagram, valamint
a logikai vazlat.

Célszerl a legegyszeriibbel kezdeni, haladva az aramkori megoldasig. Nézziik ezt egy példat!

Szoveges leirds

Egy parkol6hazban harom nagy teljesitményii szell6ztet6 van felszerelve. Sziikség is van ra,
hiszen az autok égésterméke problémas helyzetet tudna teremteni. Nevezziink el minden egyes
szelloztet6t, rendre az abécé betliivel: A-nak, B-nek és C-nek. Ahhoz, hogy életvédelmi
szempontbol megfeleléen ilizemeltethet6 legyen a parkol6haz, egy idében a harombdl legaldbb
kett6 berendezésnek miikddnie kell. Minden egyes érzékel6 egy kapcsolét miikddtet, mely a
beléptetéshez sziikséges aramkoroket vezérli. A beléptetd rendszer tehat csak akkor teszi lehet6vé a
behajtast, ha a megfelel6 feltételek adottak. Az egyes logikai kapcsolatok megnevezése mar a

konkrét feladat megfogalmazasakor megtorténik. Nézziik tehat a feltételeket és az eseményt!

ha az A ,,ES” a B berendezés miikodik, ,, VAGY”
ha az A ,,ES” a C berendezés miikodik, ,, VAGY”

ha a B ,,ES” a C berendezés miikodik, akkor engedélyezett a behajtas

Algebrai alak

A szoveges leirasbol elkészithetjiik a fiiggvény algebrai alakjat: Y’=A-B+A-C+B-C

Igazsdgtdbldzat

Tekintettel arra, hogy harom bemeneti feltétel van, igy N=2’=8 varidciéja adédhat a
berendezések miikodésének:

LA” feltétel | ,,B” feltétel ,B” feltétel | esemény (Y)
(fiiggetlen (fiiggetlen (fiiggetlen (fiiggvényérték)
valtozd) valtoz6) valtozd) teljesiil?

1. berendezés | 2. berendezés | 3. berendezés | behajtdsi
lizeme lizeme lizeme engedély
nem nem nem nem
nem nem igen nem
nem igen nem nem
nem igen igen igen
igen nem nem nem
igen nem igen igen
igen igen nem igen
igen igen igen igen

6.6. tablazat

N o ok W= o

A|B|C Y
0[0|O0 0
0]0|1 0
0j1/|0 0
011 1
110]0 0
1101 1
11110 1
1111 1

6.7. tablazat
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Figyeljiik meg, hogy az igazsagtablazatban négy eset felel meg az algebrai alakbdl felirva! A
negyedik eset az, amikor mind a harom berendezés miikddik. Ekkor az algebrai alak a kovetkez6
lett:

Y’=A-B+A-C+B-C+A-B-C

Allithaté azonban, hogy eme alak egyszerfisitése utan az eredeti alakot kapjuk. Tehat:

Emeljiik ki B-C -t! Y’=A-B+A-C+B-C(1+A)
1+A=1, ezért: Y’=A-B+A-C+B-C-1
C-1=C,igy: Y’=A-B+A-C+B-C, mely tényleg az eredeti alak.

Grafikus dbrdzolds

A B C
U AB
> &
Y=AB+AC+BC
A L)
— - & AC 1 |—e
A C [
— - —0—@—0
B c_ | & e
6.3. abra Aramutas rajz (relés realizacio) 6.4. abra Logikai vazlat
A B
||
N A
A C B|A-B|A-B
CY
Y A AB|AB
B C
| | AB
N
6.5. abra Létra-diagram 6.6. abra Venn-diagram 6.7. abra Veitch-diagram
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