LOGIKAI ALGEBRA

7. LOGIKAI FUGGVENYEK TELJES (SZABALYOS) NORMALALAKRA HOZASA

Az el6z6ekben elvégzett egyszerlisitések alkalmaval lathattuk, hogy ugyanannak a logikai
fliggvénynek tobbféle, de azonos jelentésii alakja is lehet. Belattuk azt is, hogy a logikai
fiiggvények akkor a legattekinthet6bben, ha a hdrom alapmiivelettel dolgozunk: a NEM, az ES,
valamint a VAGY miiveletével.

Normal alakinak neveziink egy fiiggvényt, ha a valtozok ES kapcsolatinak vagy
kapcsolatabdl, illetve a valtozék VAGY kapcsolatdnak ES kapcsolatabél all.

Kétféle normalalak létezik tehat, ahol a valtozék ponalt és negdlt alakjai fordulhatnak eld:

Diszjunktiv normalalak Konjunktiv normalalak
« ES kapcsolatok VAGY kapcsolata «  VAGY kapcsolatok ES kapcsolata
* konjunktiv tagok diszjunkcioja * diszjunktiv tagok konjunkcidja
+ pl: A-B-C+A-BC+A-B-C * pl: (A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)

7.1. tablazat

Bdrmely logikai fliggvény megadhaté akdr a diszjunktiv, akdr pedig a konjunktiv alakban. A két
fliggvény kélcsondosen dtalakithaté egymdsba és ennél fogva egyenértékiiek.

Egy fiiggvény akkor tekintheté teljes normdlalakiunak, ha minden tagjdban a fiiggvény valamennyi
vdltozoja szerepel. A teljes normdlalakot a szakirodalom emliti még kitiintetett normdlforma, vagy
kanonikus' alakként.

Hozzuk az Y’=(A+B)-(A+C) fiiggvény teljes normalalakura!

Lathato, hogy a fliggvény nem teljes normalalaki, mert hidnyosak a tagok. Az elsében a C, a
masodikban pedig a B véltoz6 hianyzik. Ugy tehet6k a tagok teljessé, ha azokat a hidnyzd
valtozokkal kiegészitjiikk. Mindehhez a logikai algebra alaptételeit hivhatjuk segitségiil, melyek a
kovetkez6k: A+1=1 és A+A=1

Ekkor:
Y’=(A+B)

(A+C)=(A+B+1)-(A+1+C)=(A+B+C+C)-(A+B+B+C)
Elvégezve a miiveletet: Y’

=(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+B)-(A+B+C)

Nézziink egy mésik példat! Legyen a fiiggvény: Y’=A-B+B-C

Az alkalmazhat6 alaptételek: A-1=A és A+A=1
Ekkor: Y’=A-B+B-C=A-B-1+1:B-C=A-B-(C+C)+(A+A)-B-C
Elvégezve a miiveletet: Y’=A-B-C+A-B-C+A-B-C+A-B-C

1 jelentése: szabalyos
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LOGIKAI ALGEBRA

7.1. Diszjunktiv, teljes (szabdlyos) normadlalak felirdasa

A logikai fiiggvények felirasat legtobbszor a  diszjunktiv sor- | 22
normalalakban tessziik meg, noha a két kanonikus alak ekvivalens.
Ennek valészinGsithet6 oka az, hogy a zardjelek nélkiili diszjunktiv
normalalak értelmezése egyszeriibb. Az alabbi példankban egy 0
haromvaltozés fiiggvény igazsagtablazata lathat6. A harom valtozot
(A, B, C) egymas mellé irva azok konjunktiv kapcsolatat
determinaljuk. Egyértelm{i, hogy a harom valtozénak 6sszesen nyolc
érték-variacioja adoédik a korabban megismert szabdly szerint.
Tekintsiink a harom valtozora ugy, mintha egy kettes szamrendszerbeli
szam lenne, ahol a legkisebb helyi értékd, illetve sulyozasu a C
valtoz6. Ekkor megkapjuk az egyes érték-kombinaciok sorszamat,
melyek a tablazatban fel van tiintetve. Ugyancsak jelzettek az egyes
helyi értékek sulyozasai.
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7.2. tablazat

* Keressiik meg azokat a sorokat a tablazatban, amelyek esetében az esemény bekovetkezik,
vagyis fliggvényérték 1!
o ilyen sorok: 0, 1, 2, 4
+ Képezziik az egyes sorokban taldlhaté bemeneti valtozok konjunkciéjat (ES kapcsolatat)!
Ahol a valtozé 0 értéki, ott annak a negaltjat, ahol 1 értékd, ott pedig a ponaltjat. Négy
konjunkciot kapunk:
o 0: my=A-B-C
o 1. m;=A-B-C
o 2. m=AB-C
o 4: my=A-B-C
o a kapott tagokat mintermeknek nevezziik jele: m,, ahol i az adott minterm sorszama.
Ahény helyen 1 értékii a fiiggvény, annyi mintermet kapunk.
+  Végiil irjuk fel konjunkcidk (ES kapcsolatok) diszjunkcijat (VAGY kapcsolatat)!
alakja, hiszen minden tagja tartalmazza az 0Osszes bemeneti valtoz6 negaltjat, vagy
ponaltjat.

A mintermek a vdltozék ES kapcsolatdt, vagyis konjunkcidjdt jelélik. Minden tagban szerepel
valamennyi vdltozo, vagy negdlt, vagy pedig pondlt formdban.

A diszjunktiv szabdlyos alak — amelyet diszjunktiv kanonikus alaknak is neveziink — a mintermek
VAGY kapcsolata, vagyis diszjunkcioja.

A diszjunktiv alaknak létezik egy rovidebb felirdsi mddja is. Az igy kapott formulat
diszjunktiv sorszamos alaknak nevezziik. A diszjunktiv sorszamos alakban szerepel a véaltozdk
szama (fels6 index), a fiiggvénykapcsolat tipusa ( = : a mintermek kozotti VAGY kapcsolatra utal),
valamint zardjelben a mintermek sorszama.
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7.2. Konjunktiv, teljes (szabdlyos) normdlalak felirdsa

sor- | 23| ot 2° Figyeljik meg a bal oldali igazsagtablazatot, melyben a
. — valtozok kozott VAGY kapcsolat van! Olvassuk az egyes termeket,
szam |[A|B| C |vY el . .
melyek kozott ES kapcsolat van (konjunkcié)!
0 0/0] 0|0 Lathato, hogy négy term felel meg a kritériumnak: 3, 5, 6, 7
1 ]0j0) 110 - 2=50,1,0=> A, B, C => M,=A+B+C
2 joj1] 0 |@® « 3=>0,1,1=> A, B, C => M,=A+B+C
3 (o1 1 |@© « 1=>1,0,1=> A, B, C => M,=A+B+C
4 1{0 0 | O * 6=>1,1,0=> A, B, C => M,=A+B+C
5 [1]0] 1 |@
6 1111 o @ Az igy kapott M alaki termeket maxtermeknek hivjuk, ahol j a
7 11l 1 1o maxterm sorszama

7.3. tablazat

A maxtermek a valtozok VAGY kapcsolatat, vagyis diszjunkciojat jelolik. Minden tagban szerepel
valamennyi vdltozd, vagy negdlt, vagy pedig pondlt formdban.

A tablazatbél kifejtett maxtermek ES kapcsolatat képezve megkaphatjuk a fiiggvényt:

Y’=(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)

A konjunktiv szabdlyos alak — amelyet konjunktiv kanonikus alaknak is neveziink — a maxtermek
ES kapcsolata, vagyis konjunkcidja.

Természetesen a konjunktiv alaknak is létezik egy rovidebb felirasi modja is. Az igy kapott forma
neve: konjunktiv sorszamos alak. A konjunktiv sorszamos alakban ugyantigy szerepel a valtozok
széma (fels6 index), a fiiggvénykapcsolat tipusa ( IT : a maxtermek kozotti ES kapcsolatra utal),
valamint zardjelben a maxtermek sorszama.

AY’=(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C) fiiggvény sorszémos alakja: F’=IT1"(2,3,5,6)

‘A mintermeket és maxtermeket egytittesen termeknek, illetve fiiggvényoperdtoroknak is nevezziik.

7.3. Osszefiiggés a mintermek és maxtermek kézott

Elevenitsiik fel a De Morgan tételeket!

Negalt valtozok... | Ponalt valtozok... 7.4. tablazat
...OR kapcsolata A+B = A-B ...NAND kapcsolata
...AND kapcsolata A-B = A+B ...NOR kapcsolata
...NOR kapcsolata A+B = A-B ...AND Kkapcsolata
...NAND kapcsolata AB = A+B ...OR kapcsolata
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Az A+B=A-B és A+B=A-B o6sszefiiggésnek megfelelGen a kivetkezs dsszefiiggéseket kapjuk:

M,=A+B+C=m,=A-B-C és M,=A+B+C=m;=A-B-C
M,=A+B+C=fi,=A-B-C és M,=A+B+C=m,=A-B-C
M.=A+B+C=m,=A-B-C és M.=A+B+C=m,=A-B-C
M=A+B+C=m,=A-B-C és M,=A+B+C=m,=A-B-C

Ezekbdl az Osszefiiggésekbdl az kovetkezik, hogy a haromvaltozos fiiggvény mintermek
negéltjainak (m;,) , valamint a maxtermek (M j) sorszamainak Osszege minden esetben 7, vagyis

egymast 7-re egészitik egymast. Természetes altalanositani is lehet az 6sszefiiggést:

(2"-1)-j

my=My_,_,",illetve My=m

ahol (2"—1)—i=j, (2"—1)— j=i n a fiiggetlen valtozdk szdma, i, és j pedig a termek sorszdma.

2, 3, illetve 4 valtozés fliggvények termjeinek kiegészité (komplemens) indexei paronként (i, j),
valamint a hozzajuk tartozé termek.

Kétvaltozos Héaromvaltozos Négyvaltozos

m;" i j | M/ m;" | J M; m," i M;
AB| 0 A+B| |ABC| 0 | 7 |A+B+C A-B-C-D| 0 |15| A+B+C+D
AB| 1 2 |A+B| |ABC| 1| 6 |A+B+C| |A-B-C-D| 1 |14| A+B+C+D
AB| 2 1 |A+B| |ABC| 2| 5 |A+B+C| |A-B-C-D| 2 |13| A+B+C+D
AB| 3 | 0 |A+B| |ABC| 3| 4 |A+B+C| |A-B-C:D|3 |12| A+B+C+D
ABC| 4| 3 |A+B+C| |A-B-C-D| 4 |11| A+B+C+D
ABC| 5| 2 |A+B+C| |ABC:D|5 |10| A+B+C+D
ABC| 6 | 1 |A+B+C| |A-B-C:D| 6|9 | A+B+C+D
ABC| 7| 0 |A+B+C| |ABC:D|7|8|A+B+C+D
A-BC-D|8|7|A+B+C+D
A-BC-D|9|6|A+B+C+D
= (2= 1)—i A-B-C-D|10| 5 | A+B+C+D
i=(27—1)—j AB?-? 11| 4 | A+B+C+C
A-B-C-D|12| 3 | A+B+C+D
A-B-C-D|13| 2 | A+B+C+D
A-B:C-D|14| 1 | A+B+C+D
A-B-C-D|15| 0 | A+B+C+D

7.5. tablazat
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A mintermek és a negalt maxtermek negalasa utan a 3.30. tablazat szerinti adatokat kapjuk, ehhez

Kétvaltozos Haromvaltozos Négyvaltozos

m' | i jo| M m' | 0| M m il M
AB| 0 3 |A+B| |A-BC| 0 | 7 |A+B+C A-B-C-D| 0 |15| A+B+C+D
AB| 1 | 2 |A+B| |ABC| 1| 6 |A+B+C| |A-B-C-D| 1 |14| A+B+C+D
AB| 2 1 |A+B| |ABC| 2 | 5 |A+B+C| |A-BC-D|2 |13| A+B+C+D
A-B 3 0 | A+B A-B-C| 3 4 | A+B+C A-B-C-D| 3|12| A+B+C+D
A-BC| 4 | 3 |A+B+C| | A-B-C-D| 4 [11| A+B+C+D
A-BC| 5| 2 |A+B+C A-B-C-D| 5|10 A+B+C+D
A-BC| 6 | 1 | A+B+C A-B-C-D| 6|9 |A+B+C+D
A-B-C| 7 0 | A+B+C A-B-C-D| 7| 8| A+B+C+D
A-B-C-D| 8|7 |A+B+C+D
A-B-C-D| 9|6 |A+B+C+D
j=(2"—1)—i A-B-C-D|10| 5 | A+B+C+D
i=(2'—1)j A-B-C-D|11| 4 | A+B+C+C
A-B-C-D|12| 3 | A+B+C+D
A-B-C-D|13| 2 | A+B+C+D
A-B-C-D|14| 1 | A+B+C+D
A-B-C-D|15| 0 | A+B+C+D

7.6. tablazat

Barmelyik komplemens part adjuk Ossze, akkor a legmagasabb index szamat kapjuk
eredményiil. A termek tovabbi jellemzdje hogy:

m;-m;=0 és M+M =1, ha i#]

Vagyis a kiilonb6z6 indexti mintermek ES kapcsolatanak eredménye 0, a kiilénboz& indexi
maxtermek VAGY kapcsolatanak eredménye pedig 1.

A diszjunktiv — konjunktiv fiiggvényatalakitds hasonldéan torténik a minterm — maxterm
atalakitashoz. A két fiiggvényalak logikai kapcsolatai egymasnak negéltjai, igy az atirast kétszeres
negalassal oldhatjuk meg, ahogy az a kovetkez6 példan keresztiil végigkovethet6.
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Feladat: irja at az alabbi sorszamos diszjunktiv formaban megadott fiiggvényt a konjunktiv
formajabal!
Y°=3%(2,4,7)

Megoldas:
* Képezziik a fiiggvény negaltjat (1. negalas)! Ennek modja, hogy megkeressiik azokat a
termeket, amelyeknél a fliggvényérték 0 értékii, hiszen a negdlt fiiggvény ekkor 1 értékd.

o Y’=3%0,1,3,5,6)=m,-m,-m,m,-m,

n

* Az eredményiil kapott mintermeket irjuk at maxtermekké az m,=M @—1)-i

dz

Mg=m,_, " ésa j=(2"-1)—i sszefiiggések felhasznilasdval! Az tij maxterm-index
lényegében a komplementer (ez a komplementalas folyamata), vagyis a 7-re kiegészit6 szam
lesz:

© mMy=Mg_y_'=M;  =>  0+7=7

o m=Mp =M = 14627

© my=Mg_y_s =M,  =>  3+4=7

© My=Mg_ys =M,  =>  5+2=7

© Mg=Mg_,)_¢ =M, =>  6+1=7

* Ekkor a negaltfiiggvény: sorrendben irt maxtermekkel:
o Y'=5'(1,2,4,6,7)=2%(M], M, , M;, M., M.)

+ DeMorgan A-B=A+B tételét felhasznalva ismét negaljunk (2. negalas)

o V=3 (M} M. M. MZM))=11(1,2,467)

* Mindezek tiikrében kijelenthet6, hogy az eredeti diszjunktiv normalalakd fliggvény ugyanaz,
mint a konjunktiv normélalakban kapott fiiggvény:

o sorszémos alakban: Y’=3’(2,4,7)=11°(1,2,4,6,7)
o algebrai alakban:
Y’=A-B-C+A-B-C+A-B-C=(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)(A+B+C)-(A+B+C)

Az utébbi — algebrai — felirasbol lathato, hogy a példankban a konjunktiv normalalak bonyolultabb,
ennek az az oka, hogy tobb maxterm van, hiszen a fiiggvényérték 5 helyen volt 0 értékii, mig 3
helyen 1 értékii, melyek adtak a mintermeket.

Amennyiben egy fiiggvény kevesebb helyen 1 értékii, mint 0, akkor a diszjunktiv normdlalak, ha
pedig a 0 értékii hely kevesebb, mint 1, akkor pedig a konjunktiv normdlalak felirdsa a kedvezdbb.

MIKE GABOR: A DIGITALIS ELEKTRONIKA ALAPJAI VII-6



LOGIKAI ALGEBRA

Feladat: irja at az alabbi sorszamos konjunktiv formaban megadott fiiggvényt a diszjunktiv
formajabal!
Y’=11°(0,2,4,5,7)
Megoldas:
* Képezziik a fiiggvény negaltjat (1. negalas)! Ennek modja, hogy megkeressiik azokat a
termeket, amelyeknél a fliggvényérték 0 értékii, hiszen a negdlt fiiggvény ekkor 1 értékd.

o Y’=I1%(1,3,6)=M,-M, M,

n

* Az eredményiil kapott maxtermeket irjuk at mintermekké az M 0“=m(2n71)71. , az
monzm és a i=(2"—1)—j 0sszefiiggések felhasznalasaval! Az (ij minterm-index
lényegében a komplementer (ez a komplementalas folyamata), vagyis a 7-re kiegészit6 szam
lesz:
o M,=mpg_,_, =g =>  1+6=7
o My=mg_y_5"=m, =>  3+4=7
°  Mg=my_y_¢" =, =>  6+1=7

* Ekkor a negaltfiiggvény: sorrendben irt mintermekkel:

o Y=IP(1,4,6)=3(m;,m},m’)

* DeMorgan A-B=A+B tételét felhasznalva ismét negaljunk (2. negalas)

o Y'=IP(m.,m.,m’)=%"(1,4,6)

* Mindezek tiikrében kijelenthetd, hogy az eredeti konjunktiv normalalaku fiiggvény ugyanaz,
mint a diszjunktiv norméalalakban kapott fiiggvény:

o sorszamos alakban: Y’=11°(0,2,4,5,7)=2"(1,4,6)
o algebrai alakban:

Y’=(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)-(A+B+C)=A-B-C+A-B-C+A-B-C

Tovéabbi példaként végezziink el egy oda-vissza alakitast (konjunktiv — diszjunktiv)!

A fiiggvény: Y*=11%(0,1,3,4,5,7,8,15)

1. negalds, ahol a hidnyz6 termek lesznek ,igazak”: Y*=I1%(2,6,9,10,11,12,13,14)
2. negélds (kiegészités 15-re): Y =v*=3°(1,2,3,4,5,6,9,13)
Vagyis: Y*=11*(0,1,3,4,5,7,8,15)==%(1,2,3,4,5,6,9,13)
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Ennek ellen6rzése a visszaalakitas.

A fiiggvény: Y*=3%(1,2,3,4,5,6,9,13)

1. negalds, ahol a hidnyz6 termek lesznek ,igazak”: Y*=x%(0,7,8,10,11,12,14,15)
2. negélés (kiegészités 15-re): Y*=Y*=11%(0,1,3,4,5,7,8,15)
Vagyis: Y*=3%(1,2,3,4,5,6,9,13)=11*(0,1,3,4,5,7,8,15)
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