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8. LOGIKAI FUGGVENYEK GRAFIKUS EGYSZERUSITESE

Korabban lathattuk, hogy algebrai tton kivaloan lehet logikai fiiggvényeket egyszer{isiteni.
Mindehhez elegend6 ismerni a hagyomanyos algebraban ismert azonossagokat, valamint a Boole-
tételeket. Ez egy intuitiv, koriilményes modszer, igy magaban hordozza a hiba lehet6ségét. Ilyen
lehet, ha nem rendelkeziink kell6 rutinnal, ezért nem a legegyszer{ibb alakot hozzuk létre, ez pedig
dragabb (tomeg)gyartasi koltségeket eredményez. Létezik ennél sokkal pontosabb, gyorsabb
megoldas is, az ugynevezett grafikus modszer. Edward W. Veitch 1952-ben publikalta modszerét,
mely a Veitch-diagram nevet kapta. Ra egy év milva ismertette eljarasat Maurice Karnaugh, a réla
elnevezett Karnaugh-tablat. A diagramot (tablat) alkot6 celldk szamat a valtozok szama
determindlja, melyet az ismert N=2" 0sszefiiggéssel hatarozhatjuk meg. Valamennyi egy
szabalyos termet reprezentdl. Az igazsagtablazat sorait ugy irjuk fel, hogy egymastdl csak egy
valtozoban kiilonb6z6 termek keriiljenek a szomszédos — barmely iranyban talalhaté6 — cellakba.
Négy valtozonal tobb esetén mar nehézkes a grafikus modszer, abban az esetben mas mddszer
alkalmazasa valik sziikségessé. A Veitch-diagramok és a Karnaugh-tablak egyenértékiiek.

8.1. Minterm tablak

A diszjunktiv normalalaka fiiggvények tablazatos dbrazolasara a minterm-tablak
alkalmasak. Az egyvaltozés fliggvények esetén 2, a kétvaltozds esetén 4, a haromvaltozés esetén 8,
a négyvaltozos esetén pedig 16 cella adddik, az N=2" szabalynak megfelelGen.
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8.1. abra Veitch-diagramok és Karnaugh-tablak. Minterm tablak
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A Veitch-diagramban az egyes termekbdl képzett bindris szam decimalis értékével adjuk
meg a cellak sorszamat. A Karnaugh-tablaban az adott termek algebrai alakjabol képezziik a sorokat
és oszlopokat. Az igy képzett cellakba csak akkor irunk egyet, ha az adott term 1 értékii. Ezt
lathatjuk egyébként az igazsagtablazatban is. Nézziik meg példaban! Legyen a kétvaltozos
fiiggvényiink A-B+A-B.

Term

(

Binaris érték Decimalis érték (sorszam)

10 —
01 [ O—

sorszam|term | A| B | F
0 1 A D B
/ 0 A-B|0| 010 /
1 1 ABlo|l1]1 . 1 .
\ 2 AB 10 1 3
A
11 3 |AB|1/1]0 12 .

8.1. abra A kétvaltozos Karnaugh-tabla és a Veitch-diagram ,,feltoltése”

Az A-B mintermb6l az ,,10” bindris szam képezhet6. Az A értéke hatdrozza meg a
Karnaugh-tabla sorat, a B értéke pedig az oszlopat. ,10”, tehat 1-es sor, 0-s oszlop altal
keresztezett cella értéke 1 (Karnaugh-tabla). Az A-B minterm decimalis értéke 2. Ezért a 2-es cella
értéke 1 (Veitch-diagram). Az A-B term értelmezése is ekképpen alakul.

ABCD | ABCD b
0000 — 0 [1000 —8 AB 00 o1 1 10
0001-1 /1001 -9 00| 0000 | 0001 | 0011 | 0010
0 1 3 2

0010 -2 (1010 - 10

01| 0100 | 0101 | 0111 | 0110
0011-3 1011 -11 . . , ]
0100 —4 {1100 — 12

11| 1100 1101 | 1111 1110
0101 -5 (1101 —13 12 13 15 14
0110-6 |1110-14 10| 1000 | 1001 | 1011 | 1010
0111—7 |1111—15 . e

8.2. abra A négyvaltozos Veitch-diagram minterm-cellai

Unortodox modon, a vonatkozo szakirodalommal szembe menve — mely a Veitch-
diagramokat részesiti elényben —, célszerlinek t{inhet a Veitch-diagram és a Karnaugh-tabla egy
tablaba torténd ,,0sszegyuirasa”. Ez lathat6 a 8.3. abran, négyvaltozos fliggvény esetében.
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8.3. abra A négyvaltozds Veitch-diagram és Karnaugh-tabla ,,6sszegyurasa”

A tabla elkészitésének menete:

4x4-es tablazat 1étrehozasa;

Az algebrai alakbol képzett binaris szamok A és B valtozok
értékeinek kombinaci6it — fentrdl le — irjuk fel sorindexnek,
ugy, hogy a sorok valtasa esetén csak egy bit valtozzon a
kétbites alakban! Ekkor a sorrend AB -re:

° 00,01, 11,10

Hasonléan, mint A és B valtozok esetén, végezziik el a
miiveleteta C és D valtozokra, balrol jobbra!

d) A sor- és oszlopindexekbdl képezziikk a négybites szam

decimalis értékét, majd irjuk fel a cellak jobb als6 sarkaba.

e) Vizsgaljuk meg, hogy az egyes valtozok hol veszik fel a
ponalt (1) és a negalt (0) értéket! Jeldljiilk a sorok szélen,
valamint az oszlopok alatt és felett egy vonallal, valamint az
adott valtozo ponalt és negalt alakjaval!

cD o & C
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8| 9 11 ?0 d) ° 8| 9 11 10 ¢ e)
D D D

8.4. abra (a-e) V-K tabla készitése
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A kapott tabla tartalmazza mindkét abrazolas el6nyeit:
e avaltozokat;
* az algebrai alakot;
* amintermek bindaris értékébdl képzett cellakat (sor — oszlopban megadva);
* amintermek decimalis értékébdl képzett cellak sorszamat;
* avaltozék 1 és 0 értékének helyét => ponalt és negalt alak
o vizszintes vonal és a valtozo6 pondlt, illetve negdlt alakjanak indikatora, pl.: C

o fiiggbleges vonal és a valtozo6 ponalt, illetve negélt alakjanak indikatora. pl.: A

Konnyen feltolthet6 tablazati forma, mind a sorszamos, mind pedig az algebrai alakbdl.

Feladat: Abrazoljuk V-K-tdbldban az alabbi sorszamos, diszjunktiv normaélalaki logikai
fliggvényt!
Y°=3%0,2,4,5,8,10,12,13)

A fiiggvény algebrai alakja:

Y’=A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D
« ~ J U ~ J H_J
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0] 1 1 |8 I R W
8 9 11 10 8t o/ 11| 4 10
D D D D 5} D

F*=5%(0,2,4,5,8,10,12,13)
8.5. abra A négyvaltozds — példa szerinti — V-K-tabla ,,felt6ltése” néhany mintermen bemutatva

Az 7.5. abran lathatd a feltoltés menetének egy része. Természetesen a feladat akkor teljes, ha
valamennyi vonatkoz6 minterm celldjat feltoltjiilk. Lathat6, hogy barmelyik alakb6l kénnyedén
feltolthetd tablazat, mikdzben ugyanarra az eredményre jutunk, ezzel is igazolva a sorszamos és az
algebrai alak azonossagat.
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8.2. Az egyszerdiisités

Az egyszeriisités soran olyan szomszédos cellakbol kell cellacsoportokat létrehozni, ahol a

celldk 1-et tartalmaznak. Ez az
ugynevezett tombosités. Tombdsiteni
csak 1, 2, 4, 8, 16, stb. cellat lehet
(kett6 hatvanyai szerint).
Szomszédosnak tekintendok a
tabla szélein, valamint a sarkaiban
elhelyezkedd cellak is. Fontos, hogy
minden olyan cellat tdmbdsitsiink,
amelynek van oldalszomszédja. Egy
cella tobb csoportban is szerepelhet.

Az tombosités miiveleti sorrendje:

110011101

1000/1001|1011 10%)

8.6. abra A Karnaugh-tdbla felfoghat6, mint egy
toruszra feszitett négyzetlap (forras: Wikipédia).

* Keressiik meg az egyediilallo 1-eseket, ezek 6nallo (egy tagi) csoportokat alkotnak;
* Keressiik meg a 2-es, 4-es és 8-as csoportokat;
* Neézziik at még egyszer, hatha talalunk egyediilallonak tiin6 cellat! Pl. mint ift!
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8.7. abra A négyvaltozés diszjunktiv normalalaku fiiggvény minterm tablazatos tombositése,
példak 1-es, 2-es, 4-es és 8-as cellacsoport létrehozasara
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8.3. Diszjunktiv normdlalaku fiiggvények grafikus egyszertisitése

Feladat: Abrézoljuk V-K-tibldban az aldbbi sorszdmos, diszjunktiv normalalakii logikai

fliggvényt, majd egyszertsitsiik!

v*=x%(0,4,5,8,12,13)

A fiiggvény algebrai alakja (nem sziikséges felirni):

Y'=A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D
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8.8. abra Az Y'=3%(0,4,5,8,12,13) fiiggvény V-K-tdblaja, a tomboket T -vel jeloljiik

A tombosités utén a fiiggvény: Y*=T,+T,, ahol T, és T, a két témb

Az egyszerisitett fliggvény hianyos termjeinek ,kifejtése” a kovetkez6képpen torténik:

T, tomb:

© A sorindexeket megnézve lathat, hogy A véltoz6 ponalt és negalt alakja is el6fordul az
adott tombben, vagyis ha A=0, vagy ha A=1, akkor is 1 a fiiggvény értéke, igy az az
A -tol fiiggetlen, ezért A-val egyszerlisodik a tomb. Hasonloképpen alakul ez az B
valtozo esetében is, annak is jelen van mindkét allapota. Ugyanerre a megallapitasra
jutunk, ha a sorok elején és végén jelzett véltozok értékét figyeljiik meg. gy ezen
valtozoktdl nem fiigg a minterm értéke.

©  Most térjiink ra az oszlopindexekre! Lathato, hogy C-nek és D-nek csak a negalt értéke
talalhat6 a tombben. Ugyanez adddik akkor, ha az oszlopok tetején, illetve aljan lathato
valtozok értékét figyeljiik. Ennek megfeleléen C és D valtozé negalt értéke esetén 1
értékli a minterm.

o Mindezek tiikrében azt tapasztaljuk, hogy a T, -es tomb egy hidnyos mintermet ad
eredményiil, hiszen A és B valtozo hianyzik bel6le.
= A tomb tehat T,=C-D értékii hidnyos minterm.
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e T, tomb:
o A sorindexek: A valtozonak mindkét értéke el6fordul, B valtozonak csak a ponalt
alakja.
© Az oszlopindexek: C valtozénak csak a negélt alakja fordul el6, D valtozonak pedig
mindkett6.

= Atémb tehat T,=B-C értékii hidnyos minterm.

* Az egyszerlsitett fliggvényt a két tomb diszjunkcidjaként kapjuk meg:
o Y'=T,+T,=C-D+B-C

Az egyszerlisités folyaman meglathatjuk, hogy a tombodkben résztvevé termek szama és a kapott
tombokben szerepld valtozok szama kozott fellelhet6 az dsszefiiggés. Ennek felismeréséhez nézziik
meg a 3.22. abrat!

CD £ € CD c c
AB 00 01 11 10 AB 00 01 11 10
0o B 00 B
Z 0 1 /..3_\. 2 Z 0 1 3 2
01 .I/ 1 1 \\ 01
- SN B S
/ z N,
\1 | 1/ w,1 | 1| 1| 1In
13 ‘SNi5|l_-c 14 A ’ 12 13 15 14
B w1 | 1| 1] 18
9 11 10 “8~.. 9 ul-"" 10
D D D D D
b) 0)
8.9. abra
o O/_\ e I 77 e Yae .
> 1 termes tomb => 1=2" => (0 valtozoval egyszerlisodott tomb
\ - 1/'\
3.21.a): Y’ =A-C-D => 2 termes tomb => 2=2" => 1 valtozdval egyszerlisodott témb
7\
3.21.b): Y*=B-C =>4 termes tomb => 4=2° => 2 véltozéval egyszerlis6dott tobmb

7N\

3.21.¢c): Y*=A =>8termes tomb => 8=2° => 3 véltozéval egyszeriisodott tomb

Megfigyigyelhetd, hogy ha a tombokben talalhat6 termek szamat felirjuk 2 hatvanyaként ( 2, ahol
x€Z ), akkor az igy kapott szam hatvanykitevGje megmutatja, hogy a kimeneti témbbdl — mint
hianyos termbdl — hany valtozé hianyzik, vagyis hany valtozoval egyszerisodott.
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Feladat: Abrazoljuk V-K-tdbldban az alabbi sorszdmos, diszjunktiv normélalakii logikai
fiiggvényt, majd egyszertsitsiik!

Y*=3%(2,4,5,6,12,13,14)
A fiiggvény algebrai alakja (nem sziikséges felirni):

Y'=A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D+A-B-C-D

: . C C T,
1\AB 00 01 11 10
./..
}7@\ I' 1 \[ B
A >| 0 1 3|l p
__..,.\—'\\ ' ~--H+
o1l TN 2N {11
1 .
I 4 5 71N 6
o 1 i B
. /
1, 1. 1
L2l % 15| At
A =
/ 10 B
T} 8 9 11 10
D D D

8.10. dbra Az Y*=3"%(2,4,5,6,12,13,14) fiiggvény V-K-tablaja
T,=B-C T,=B-D T,=A-C-D

tehat Y*=T,+T,+T,=B-C+B-D+A-C-D
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8.4. Konjunktiv normdlalaku fiiggvények grafikus dbrdzoldsa és egyszeriisitése

A konjunktiv normdlalaku fiiggvények grafikus dbrdzoldsdra és egyszeriisitésére a maxterm V-K
tabla alkalmas.

A maxterm tablat egyszerlien képezhetjiik a minterm tablabol. Ehhez kovetniink kell a
mintermekbdl maxtermekbe atirds szabalyait, tigy, hogy tablazat cellait atsorszdmozzuk a korabban
megismert szabély szerint: j=(2"—1)—i, ahol n a fiiggetlen véltozok szdma, j a maxterm
sorszama, i pedig a minterm sorszama.

Lassuk be, hogy ez lényegében a sor (A és B), valamint az oszlopindexek (C és D)
negalasaval teljesithet6! A negalas miivelete utan irjuk fel a tabla sor- és oszlopindexeit, majd irjuk
be sor- oszlopindexekbol képzett binaris szam decimalis értékét a termek cellaiba, s végiil jeloljiik a
valtozok ponalt és negalt alaku helyeit, hasonl6an, mint amikor a minterm tablazatot készitettiik.

— c _
CD C cD C C
AB 00 01 11 10 AB 11 10 00 01
00 B 11 B
- 0 1 3 2 15 14 12 13
A A
01 10
4 7 11 -
5 6 g 10 8 9 5
11 00
12 13 15 14 - 3 2 0 1
A A
10 B 01 B
8 9 11 10 7 6 4 5
D D D D D D

8.11. abra A négyvaltozés minterm tabla  8.12. abra A kapott négyvaltoz6s maxterm tabla

A termek atirasa ugy torténik, hogy a maxterm tabla azon cellaiba irunk egyeseket, ahol a minterm
tablaban ugyanazon a helyen nulldk alltak (formai szempontbél nulla helyek azok, ahol a tabla
cellai tiresek).

Feladat: Adott a kovetkez6 négy valtozos diszjunktiv filiggvény sorszamos alakja:
Y*=3%(0,1,3,7) . Alakitsuk at a diszjunktiv fiiggvényt a konjunktiv egyenértékii
megfelel6jére!

* A minterm tablazatban irjuk be a termek cellajaba az egyeseket!

* A maxterm tablazatban azokra a helyekre irjunk be 1-eket, ahol a minterm tabla cellai
tiresek voltak (formailag 0-ak)!

* Olvassuk ki sorrendben a maxterm tablabol az ,,érvényes” maxtermeket, vagyis irjuk fel a
konjunktiv sorszamos alakot!
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cD c ¢ CD ¢ <
AB 00 01 11 10 AB 11 10 00 01
o 1 1 1 B 11 1 B
— 0 1 3 2 15 14
n A 12 13
01 1 10 1 1 1
4 5 7 6 5 11 10 8 9 5
11 00 1 1 1 1
12 13 15 14 - 3 2 0 1
A A
10 B ol 1 1 1 1 B
8 9 11 10 7 6 4 5
D D D D D D

8.13. abra A sorszamos, diszjunktiv fliggvény atalakitasa konjunktivva
Az egyenértékii konjunktiv fiiggvény sorszamos alakja: Y4:H4( 0,1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,13)

A konjunktiv fiiggvény grafikus egyszer(isitése hasonloképpen torténik, mint a diszjunktiv
fliggvényé. Elvégezve az egyszerlsitést, a kovetkezdket kapjuk:

Tl -
D C C .
AB 11 10 00 o s
/.A
11 11\\’ B
15 14 ! 13
A /’— RN 1
- N 1
Sl S Il
1 11 10 8|. d |=
\ T T =1 B
R / N
00 /\\1 1/ 1 |l 1 h
- ~3._-"2 ol 1
A ] ‘ :
01|’ 1 1 | 1.,!’ B
/1\. hY
T~ 6 .4’ ‘./5
D

e

2

8.14. dbra Az Y*=11%(0,1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,13) konjunktiv fiiggvény egyszeriisitése
T,=B+C T,=A T,=C+D

tehat Y*=T,-T,-T,;=(B+C)-(A)-(C+D)
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Ellendrzésképpen végezziik el az atalakitas algebrai titon!

A fiiggvény: Y*=3*0,1,3,7)

1. negalés, ahol a hianyzo termek lesznek ,igazak”: Y*=3°(2,4,5,6,8,9,10,11,12,13,14,15)
2. negalés (kiegészités 15-re): Y*=v*=11°(0,1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,13)

Y*=11*(0,1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,13)
Vagyis a grafikusan elvégzett atalakitas 6sszhangban van az algebrai atalakitassal:

v*=x%(0,1,3,7)=11%(0,1,2,3,4,5,6,7,9,10,11,13)
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