LOGIKAI FUGGVENYEK REALIZALASA

9. A FUNKCIONALISAN TELJES RENDSZEREK

A Boole-algebra eszkézeivel igazolhato, hogy léteznek olyan logikai fiiggvények realizdlo
kapudramkorok, melyekkel tetszbleges logikai hdlézatokat valésithatunk meg. Az ilyen logikai
fliggvényeket funkciondlisan teljes rendszernek nevezziik. Minden logikai fliggvény kifejezhetiink a
NEM (negdci6), az ES, valamint a VAGY miiveletek sziikséges kombindcidjdval.

Az NEM-ES-VAGY (NEV) rendszer haromféle kapuaramkort alkalmaz: NEM, ES,
valamint VAGY kapukat. A gyakorlati realizicié szempontjabol a NEM-ES-VAGY rendszer pont
ezért nem terjedt el, hiszen haromféle kapu gyértdsa sziikséges. Sokkal kedvezébb a NEM-ES
(NAND), illetve a NEM-VAGY (NOR) kapus megvalositasok, hiszen az ilyen rendszerekben csak
egyféle tipust kapuaramkoroket kell alkalmazni.

A kapuk mas kapukkal torténé realizalasat, valamint a vonatkozé De-Morgan azonossagokat
a 9.1. tablazatban tekinthetjiik meg.

A LOGIKAI KAPUK ES RENDSZEREK TiPUSAI

NEM - ES — VAGY (NEV) NEM-ES (NAND) NEM-VAGY (NOR)
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VAGY (OR): A+B A+B=A'B A+B=(A+B)
9.1. tablazat

Az logikai fiiggvények altal megvaldsitand6 aramkorok esetén torekedniink kell arra, hogy mindez
a lehet6 legkevesebb aramkori elemmel torténjen. A fiiggvények egyszeriisitése (lasd el6z6 fejezet)
is ezt a célt szolgalta. Mindennek koszonhet6en csokken a kész aramkor helyfoglalasa, valamint
alacsony értékii lesz a fogyasztas.
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LOGIKAI FUGGVENYEK REALIZALASA

9.1. Megvalésitdas kétbemenetii kapudramkorokkel

A funkcionalisan teljes rendszerek leir6 fiiggvényei az egyes logikai szinteken kettd, vagy annal
tobb bemenet(i kapuaramkorok alkalmazasat teszi sziikségessé. A NAND és a NOR halozatok
alkalmazasa koltséghatékony kialakitasokat eredményezhet. Tovabbi el6ny6khoz juthatunk e téren,
ha toreksziink a minimalis bemenetszamra. Ilyen célunk lehet, ha csak kétbemenet{i kapukkat
alkalmazunk. Az ilyen atalakitasok feltétele, az adott fiiggvény asszociativ legyen. E kritériumnak
a kovetkez6 logikai fiiggvények felelnek meg: az OR, az AND, a XOR és az XNOR.

Nézziik meg egy-egy kapu kivaltasat kétbemenet(iekkel, példakon keresztiil!

9.11. A VAGY kapcsolat 1. példa: Y’=A+B+C .
A kapcsolat asszociativ tulajdonsaga miatt: Y’=A+B+C=(A+B)+C=A+(B+C)

A A
A *— ———
] 1 |AtB B 1
Be— 1 (—ea+B+C — Be B —eA+ (B +C)
Ce| — Be— 1 Fe@+B)+Cc — 1
9.1. abra

2. példa: Az asszociativ kapcsolat n tag diszjunktiv kapcsolatara igaz. A+B+C+...+N

Nézziik meg ezt példan keresztiil! Y°=A+B+C+D

Tobb variacié is lehetséges a tarsithatosagra, egy megoldason kovessiik végig az atalakitast!
Y’=A+B+C=[(A+B)+C]+D

A realizalast a belso fiiggvénnyel kezdjiik, majd ,,kifelé” haladunk.

Aeg (A+B)+C
Ao 1 |A*8B
E.’: 1 —ea+B+C+D E Be—] 1
De| Ce 1 |Lel(A+B)+CI+D
D=
9.2. abra

Az asszociativ szabaly alkalmazasanak hatasara:
» csokkent a kapuk bemeneteinek szama (egyszeriibb kapuaramkorok alkalmazhatdk);
* noétt a kapuk szama (novekszik a felvett teljesitmény, névekszik a méret);
* tdbbszintd lett a halozat (ndvekszik a jelterjedési id6, csokken a jelterjedési sebesség);
* az egyes agak kozott eltér6 a jelterjedési id6, amely nem wvalos kimeneti szinteket
eredményezhet (=> hazard).

MIKE GABOR: A DIGITALIS ELEKTRONIKA ALAPJAI IX-2



LOGIKAI FUGGVENYEK REALIZALASA

A|B|C|A+B | (A+B)+C | A+B+C Az asszociativ szabaly alkalmazhatésaganak
ololo 0 0 0 igazolasaképpen célszeri elemezni a feladat
R ) ) ) igazsagtablazatat. Ebbdl kitlinik, hogy a VAGY
kapcsolat fiiggvényértéke — fiiggetlenil a
01119 1 1 1 bemenetek szamatdl — akkor igaz (1), ha legalabb
o1t ! ! ! egy bemeneti valtoz6 igaz (1). Tovabbi
Ljojop 1 1 1 megfigyelés, hogy az asszociativ szabaly
1101 1 1 1 ,,mikodik”, hiszen:
11110 1 1 1
1l1|1] 1 1 1 Y’=A+B+C=(A+B)+C
9.2. tablazat
9.12. Az ES kapcsolat Igazoljuk, hogy Y’=A-B-C=(A-B)-C!
A|B|C| AB| (A-B)C A-B-C Hasonl6képpen igazolhat6, hogy az ES kapcsolat
ololo 0 0 0 esetén is alkalmazhaté az asszociativ szabdly,
vagyis tobb bemeneti kapuk = kivalthatok
0|01 1 1 0 , .,y
kétbemenetli kapukkal, azzal, hogy ebben az
0119 1 1 0 esetben is né a szintek szama. Az ES kapcsolat
oj1)1 1 1 0 fiiggvényértéke csak akkor igaz (1), ha
1Ljojoj 1 1 0 valamennyi bemeneti valtoz6 igaz (1).
101 1 1 0
1l1]0] 1 1 0 Y’=A-B-C=(AB)-C
111 1 1 1
9.3. tablazat
Ao Aol Ae— |
Be—| & |—eppc — & 28 _ Be & eA@EO)
Cor — B —e@aBC & LBC
Co— | Ceol
9.3. abra

9.13. A KIZARO-VAGY és a KIZARO-NEM-VAGY kapcsolat

Al Bl AeB| Idézziik fel a tanultakat: A KIZARO-VAGY kapcsolat kimenete | A| Bl AOB

0lo 0 akkor 1 érték{i, ha a bgmeneti valtozék értéke kiilonbozo 00 1
(antivalencia). A KIZARO-NEM-VAGY kapcsolat ennek az

01 1 invertalt fiiggvénye: akkor 1 értékii a kimenet, ha a bemeneti 0j1] ©

1o 1 véltozok értéke azonos. Fontos azonban, hogy mindez csak két |1 /0 0

171, 0 bemeneti valtozo esetén értelmezhet6 igy. Ha ennél tobb valtoz6 | 1 | 1 1

Y=A-B+A-B van, a fiiggvény értelmezését masképp kell megfogalmazni. Y=A-B+A-B

MIKE GABOR: A DIGITALIS ELEKTRONIKA ALAPJAI

IX-3



LOGIKAI FUGGVENYEK REALIZALASA

KIZARO-VAGY: kett6, vagy tobb vdltozé esetén is igaz, hogy a kimenet akkor 1 értékii, ha
a bemeneti 1-es valtozok szama pdratlan.
KIZARO-NEM-VAGY:  a kimenet akkor 1 értékii, ha a bemeneti 0-ds vdltozok szdma pdratlan.

Igazoljuk mindezt haromvaltozoés fiiggvényekkel!

KIZARO-VAGY: A®BaoC=(A®B)®C=(A-B+A-B)®aC=A®B-C+A®B-C=

-

=(A-B+A-B)-C+A-B+A-B-C -
ahol A@B=A-B+A-B \

9.4.tablazat A | B | C | A®B A@B|C| A®B-C | AeB-C | AeBaC
ojlolo]| o 1|1 0 0 0
oo @] o 1 |0 1 1 ©
o|/@ o 1 0o |1 0 1 ©)
Paratlan 1-ek 011 1 0 0 0 0 0
O oo 1 0 |1 0 1 ©)
1o 1| 1 0 |0 0 0 0
(a fiiggvényérték: 1) 1]1]0 0 1)1 0 0 0
OO O] o 1 |0 1 1 ©
KIZARO-NEM-VAGY: AEBBEBC:(AEBB)eBC:(A~E+K~B)®C:,\4€BB~C’+W-€=

=(A-B+A-B)-C+A-B+A-B-C
ahol A®B=A-B+A-B

9.5.tablazat A | B | C |AOB|A®B|C| A@B-C | AeB-C | A®@Ba&aC
O® + v 1 1 o O
0] 0 1 1 0 0 0 0 0
0] 1 0 0 1 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0 1
Paratlan 0-ak @ @
10| 0 0 1 1 0 0 0
(a fiiggvényérték: 1) 1@ 1| o 1 |o 0 1 ©
11 @] 1 0o |1 1 0 ©)
11 1 1 0 0 0 0 0
Ae_] ® 80 Ae— ® Ae
A® BO C AD® B
. Be—{ =1 | —e — =1 ®pdc — S =1 —A® (O
9.4. abra Col — Be -1 L4¥P = _q [B®cC
Ce Ceo|
A o—] Ao—] A@B Ao
Be— =1 b—o - =1 p—~— _ Be— =1 p— AOEQC)
o AOBOC — Be_ =1 be@OBOC — =1 e
Co— | C o—]
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9.2. NEM-ES-VAGY (NEV) rendszer

Mint ismeretes az NEV rendszer haromféle kaput alkalmaz a logikai fiiggvények
megvalositasara. Egy példan keresztiil meglathatjuk, hogy a kis méret és az alacsony fogyasztas
mellett egy harmadik fontos szempont is adodik: a késleltetési id6 (jelterjedési id6) alacsony
értéken tartasa. Minden kapunak van tehat késleltetési ideje. Minél t6bb szintii egy halozat, az eredd

jelterjedési id6 annal nagyobb (6sszeadddnak). Az egyes kapuszinteket a kimenettél haladva a
bemenet felé sorszamozzuk. Az inverterek nem tekintenddk kiilon logikai szintnek. A disztributiv
szabalyt alkalmazza alakitsuk at, majd realizaljuk az eredeti és az atalakitott fiiggvényt!

Y’=A-B+A-B-C+A-B+A-B-C =>  Y’=A(B+B-C)+A-(B+B-C)

A B C Az alapfiiggvény realizéldsa NEV rendszerben
& AZ NEV halézatokban a paratlan szinteken VAGY
kapcsolat, a paros szinteken pedig ES kapcsolat van
& —
1 p—H —
1 eAB+ABT+AB+ABCT
&
1p 1. szint (VAGY)
& Y’=A-B+A-B:C+A:B+A-B-C
1 |
J_ 2. szint (ES)
1 _ .
2. szint 1. szint
A B C
& Realizalas a kiemelés utan
1p 1
— &
1l eAB+BT)+A@B+BT)
1p 1. szint (VAGY)
& 4. szint 4. szint
| (ES) (ES)
1 p 1 . _
: | & 3. szint 3. szint
(VAGY) (VAGY)
o— _ _Y_v_
1 ’7 Y’=A-(B+B-C)+A-(B+B-C)
4, szint 3. szint 2. szint 1. szint
2. szint (ES)
9.5. abra
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A két realizalas kozott tobb kiilonbséget is felfedeziink. A kiemelés hatasara:
* csokkent a kapuk bemeneteinek szama (egyszeriibb kapuaramkorok alkalmazhaték);
* nott a kapuk szama (n6vekszik a felvett teljesitmény, novekszik a méret);
* tobb szinti lett a halézat (novekszik a jelterjedési id6);
* az egyes agak kozott eltéré a jelterjedési id6, amely nem valos kimeneti szinteket
eredményezhet (=> hazardjelenségek). Figyeljiik meg az alabbi abrat!

9.6. abra

A legkisebb szinten taldlhat6 ES kapunak két bemenete van. Az I-es kapu bemenetre
késleltetve érkezik meg a jel, harom kapun keresztiil, melyek jelterjedési ideje 6sszeadodik.
A II-es bemenetre viszont késés nélkiil érkezik a jel, igy a sziikséges bemeneti jelek nem
azonos idében, hanem idében eltolva jelennek meg, ennek pedig fals kimeneti jelek lehetnek
az eredményei.

Bdrmely rendszerben megfigyelhetjiik, hogy a szintek szdmdt az azonos rendii logikai miiveletek
szdma hatdrozza meg. A kiindul6 példdnk (Y’=A-B+A-B-C+A-B+A-B-C) lényegében
konjunktiv tagok diszjunkcidja, ahol csak ez a két logikai fiiggvény taldlhaté meg (vagyis az ES,
illetve a VAGY), ennek megfelel6en kétszintii a hdldzat.

‘A NEV hdlézatokban a pdratlan szinteken VAGY, a pdros szinteken pedig ES kapcsolat van.

9.3. NEM-ES (NAND) RENDSZER

A De Morgan azonossdgokat felidézve belathatjuk, hogy az NEV hélézatok kénnyen
atalakithatok NAND halézatokkd. Az alkalmazandé De Morgan azonossag: A+B=A"-B.

Nézziik a kiindulé, diszjunktiv fiiggvényiinket! Y°=A-B+A-B-C+A-B+A-B-C . Az azonossagot
alkalmazva a kévetkez6 formulahoz jutunk:

Y’=A-B+A-B-C+A-B+A-B-C=(A-B)-(A-B-C)-(A-B)-(A-B-C)

Az aramkori realizalashoz a X. tablazat vonatkozo 6sszefiiggései:

e NEM: A=A-A => tautologia => csere NAND kapura
« ES: A-B=(A-B) => Boole algebrai azonossdg => csere NAND kapura
 VAGY: A+B=A-B =>De Morgan azonossdg  => csere NAND kapura
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1 of 1 —e AB+ABT+AB+ABC

Ro
|
Qo
[
&
;|
ol
;|
Ol

el aalinsline

9.7. abra
NEV halézatbél 4talakitas utan kapott NAND halézat.
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A NEM-ES (NAND) kapukkal felépitett hdlézatok is funkciondlisan teljes rendszerek, hiszen
tetsz6leges logikai fiiggvény kifejezhets a NEM-ES (NAND) logikai kapuk megfelelé

osszekapcsoldsdval.
ABCD 9.8. 4bra Nézzilk a kovetkezd
=7~ NAND halézatot!
& p—
& —
& p—e ABCD
Allapitsuk meg a kimeneti fiiggvényt! => Y'=A-B-C-D
De Morgan azonossaggal alakitsuk at a fiiggvény!
Y‘=A-B-C-D =>  Y'=(AB-C)-D=A-B-C+D=(A+B)-C+D=A-C+B-C+D
J AN J
Az atalakitas eredménye NEV-halozatot jelez. Realizaljuk!
A B CD
1 A (A+B)C
1 A+B (A+B)C+D & |AC
1 bE & NE - AC+BC+D
[ 1 p & BC | 1 l
— 1 UD r —
)
— 1 pb——
9.9. abra

A VAGY mtvelet disztributiv

A.—

9.10. abra

Be_| 1
Ce

A o]
Be—| 1

Ce

—o(A+B)+C

A B CD

o

—e(AC+BC)+D

9.11. abra

{ A+B+C=(A+B)+C }
tulajdonsaga
Y*=A-C+B-C+D formulat
atalakithatjuk:

okan az

A harombemenet(i
VAGY kapu kivalt-
hat6 két darab két-
bemenetli kapuval,
noha igy novekszik
a logikai szintek
szama. Az igy ka-
pott fliggvény és a
realizalt hal6zat az
9.11. abran lathato.
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A B C D
AB -
& pP— ABC
& p—
& p—e ABCD
A B CD
1 A (A+B)C
1 A+B
1 por | & S
|— 1 e@+B)c+D
— 1 U_D ’7

9.12. abra

Vegyiilk szemiigyre ismét az atalakitast (x. é&bra), ahol Y'=(A-B-C)-D=(A+B)-C+D! A
kovetkezdket allapithatjuk meg. A NEV halézatokban, NAND => NEV 4talakitas soran:

« pdratlan szinteken VAGY, pdros szinteken pedig ES kapcsolat van;
* pdratlan szinteken a jelek negdltan érkeznek meg;
* pdros szinteken a jelek pondlt alaktiak.

9.4. NEM-VAGY (NOR) RENDSZER

A NEM-VAGY (NOR) kapukkal felépitett halézatok is funkciondlisan teljes rendszerek, hiszen

ezekkel is tetszbleges logikai fiiggvény kifejezhet6 a NEM-ES (NAND) logikai kapuk megfelelé
osszekapcsoldsdval.

A B COD
o A+B+C
L L
1 p—
1 peA+B+C+D
9.13. abra
Allapitsuk meg a kimeneti fiiggvényt! => Y'=A+B+C+D

De Morgan azonossaggal alakitsuk at a fiiggvény!
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Y'=A+B+C+D =>  Y'=(A+B+C)+D=(A+B+C)-D=(A-B+C)-D=A-B-D+C-D
AN AN J
Az dtalakitds eredménye NEV-hdl6zatot jelez. Realizdljuk!

A B C D
1 A (AB)+C 1 A
° g |AB l (AB+C)D : .
1 bEr 1 l 1 bE g |ABD l
N R 1
s 1 b2 r 1 J
&
Ll b cb
NVE halézat NEV halozat
9.14. abra
Az ES miivelet disztributiv
A o] 9.15. abra A o— {A'B'CZ(A'B)'C}
Be—| & |—eaBc — & tulajdonsaga  okan  az
Ceo— B i._ & —e@pc Y*=A-B-D+C-D formula
¢ atalakithato:
A B CD B
A AB)D .
1p & (AB) ABD+CD A harombemeneti ES kapu
- & i ¢ kivalthaté két darab kétbemenetl
1 p~ kapuval, noha igy ndévekszik a

1 (e
B logikai szintek szama. Az igy
— 1 b2 kapott filiggvény és a realizalt

halézat az 9.16. abran lathato.

9.16. abra

Vessiink néhény pillantést az 4talakitisra (x. &bra), ahol Y‘=(A+B+C)+D=(A-B+C)-D! A
kovetkez6k allapithaték meg. A NEV (valéjaban inkabb NVE) halézatokban, NAND => NVE
atalakitas soran:

e pdratlan szinteken ES, pdros szinteken pedig VAGY kapcsolat van;
* pdratlan szinteken a jelek negdltan érkeznek meg;
* pdros szinteken a jelek pondlt alakuak.
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A B CD
p— A+B+C
1 p—
1 oL
1 p—eA+B+C+D
A B c D
1 A (AB)+C
& AB
1 p | 1 -
B & |—e@AB+C)+D
— 1 V_D ’7

9.17. abra

Nézziik a kiindul6, konjznktiv fiiggvényiinket! Y*=(A+B)(A+B)(A+C):(B+D). Atalakités
utdn a kovetkez6 alakot kapjuk: Y*=(A+B)+(A+B)+(A+C)+(B+D)

Az aramkori realizalashoz a X. tablazat vonatkozé 6sszefiiggései:

* NEM: A=A+A => tautologia => csere NOR kapura
* VAGY: A+B=(A+B) => Boole algebrai azonossag => csere NOR kapura
« ES: A-B=A+B => De Morgan azonossdg  => csere NOR kapura
A B CD (A+B)(A+B)(A+C)(B+D) A BCD (A+B)+(A+B)+(A+C)+ (B+D)
1 P {11 b2
1 A+B L 1 A+B
A+B A+B
1 bE A L [ ] 1 bB L L
T & [ = L rp s
1 1
A+C A+C
1 |B+D 1 B

9.18. dbra A realizalt NEV (NVE) hal6zat, majd az abbdl atalakitott NOR hélézat
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A kétszintli fliggvények realizdcidja kétféle eredményt ad:

— A konjunktiv alaku fiiggvények eredménye az NEV hdlézat, melybél dtalakitds utdn NAND
hdlézatot kapunk.

— A diszjunktiv alakii fiiggvények eredménye az NVE hdlézat, melybbl dtalakitds utdn NOR
hdlézatot kapunk.

MIKE GABOR: A DIGITALIS ELEKTRONIKA ALAPJAI IX-12



